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Uvod

Zapiski pokrivajo snov indukcije, ki okvirno pokriva eno izmed prvih petih predavanj
vsako leto. Spoznamo osnovni princip indukcije, katerega uporabnost kasneje razsirimo
na nekaj osnovnih nalog, kasneje pa tudi na naloge olimpijskega nivoja.

Zapiski so misljeni kot spremljevalno gradivo predavanja, ki ga je 18. 11. 2020 v okviru
priprav za mednarodno matemati¢no olimpijado imela Ana Meta Dolinar. Zapiski
okvirno pokrivajo isto snov kot predavanje, a se po vsebini od predavanja
nekoliko razlikujejo.
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1 Indukcija

Velikokrat kaksna naloga zahteva od nas, da dokazemo neko lastnost za splosno naravno
Stevilo, denimo n. Seveda so pristopi pri posameznih nalogah zelo razlicni - velikokrat
nam to uspe z direktnim dokazovanjem lastnosti na nek nacin, ni pa vedno tako enos-
tavno. Vcasih se pri takSnem poskusu izkaze, da bi bilo veliko boljse vedeti, da omenjena
lastnost velja za vsa naravna Stevila do n, kar bi nato uporabili kot pomozno sredstvo,
da jo lahko razsirimo Se do n.

Zgornje abstraktno razmisljanje zajema pomemben princip, ki se redno pojavlja tako
v tekmovalnih nalogah kot tudi v visji matematiki, rece se mu princip matematicéne
indukcije. Zapisimo ga na formalen nacin:

Definicija 1.1 (Princip matemati¢ne indukcije). Denimo, da dokazujemo
neko lastnost P za vsa naravna Stevila. Naj P(n) oznacuje trditev, da lastnost
P velja za naravno Stevilo n.

Baza indukcije. Dokazemo P(1).

Indukcijska predpostavka. Naj bo k poljubno naravno stevilo. Predpostavimo,
da velja P(k).

Indukcijski korak. Z indukcijsko predpostavko dokazemo, da velja tudi P(k+1).

S tem smo dokazali, da velja P(n) za vsako naravno Stevilo n.

Oglejmo si (za zacetek le idejno), zakaj s tem lastnost res velja kar za vsako naravno
stevilo n. Delajmo pocasi, korak po korak:

e 7 bazo indukcije smo na ze takoj na zacetku dokazali P(1), torej trditev, da
lastnost P velja za naravno Stevilo 1.

e Dokazan imamo indukcijski korak za splosen k - torej, vemo, da pod pred-
postavko, da velja P(k), velja tudi P(k + 1). Pogledamo njegov konkreten primer
za k= 1. S tem dokazemo P(2).

e Ker sedaj vemo ze P(2), lahko opazujemo indukcijski korak za k = 2, zato velja
P(3).

e Podobno z indukcijskim korakom za k = 3 sedaj dokazemo P(4).

e Postopek nadaljujemo v neskon¢nost. Vidimo, da ne more obstajati naravno stevilo
n, za katerega P(n) ne drzi, saj smo na neki toc¢ki v nasi indukeiji prisli tudi do
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stevila m in se s tem prepricali, da P(n) drzi. Torej imamo res P(n) za vsako
naravno Stevilo n.

Z zgornjim razmisljanjem vidimo, da so vsi elementi indukcije zelo pomembni. Induk-
cijski korak je tisti, ki poskrbi, da lahko osnovno ugotovitev, ki velja za eno samo nar-
avno Stevilo, razsirimo na Cisto vsa naravna Stevila. Za delovanje indukcijskega koraka
seveda potrebujemo indukcijsko predpostavko, pomembna pa je prav tako tudi baza
indukcije - omenjeno osnovno ugotovitev moramo v prvi vrsti imeti, da jo sploh lahko
posplosimo!

Preden se podamo na naloge, naj omenim, da indukcije ne uporabimo vedno v natanko
isti obliki in jo moramo veckrat prilagoditi glede na to, kaj naloga sploh zahteva od
nas. Ce imamo, denimo, nalogo, ki od nas zahteva, da neko lastnost dokazujemo za vsa
liha naravna Stevila, bo indukcijski korak malo drugacen, saj bomo lastnost za Stevilo
k sirili na lastnost za Stevilo k + 2. Podobno se zgodi tudi, ce lastnost dokazujemo za
vsa soda Stevila, a v tem primeru bo tudi baza malo druga¢na: lastnosti nima smisla
dokazovati za 1, torej jo bomo najprej dokazali za Stevilo 2. Kasneje bomo videli Se
nekaj primerov, v katerih bo bodisi baza bodisi indukcijski korak, morda pa kar oba,
malo bolj zanimiva.

2 Naloge: Indukcija

Naloga 2.1. Naj bo n poljubno naravno stevilo. Dokazi, da velja enakost

n(n—l—l).

1+24...+n= 5

Oglejmo si za zacetek najbolj standarden primer, na katerem lepo vidimo, kako indukcija
deluje. Za zacetek smo rekli, da potrebujemo bazo indukcije.

Baza indukcije: Dokazati Zelimo, da naSa lastnost velja za n = 1. To naredimo
preprosto tako, da v splosno enacbo, ki jo Zelimo dokazati, vstavimo n = 1 in pogledamo,
ce velja:
1-2
1=—,
2

kar je seveda res. Baza indukcije je torej dokazana.

Indukcijska predpostavka: Vzamimo poljubno naravno stevilo k in predpostavimo,
da trditev velja za k. Torej predpostavimo, da velja enakost
k(k+1)

1+2+...+k:T.
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Indukcijski korak: Spomnimo se, kaj je navodilo indukcijskega koraka. Predpostavili
smo, da lastnost velja za poljuben £ in s to predpostavko bi radi dokazali Se, da velja za
k + 1. Poskusimo to narediti.

Zelimo, da velja enacba

k+1)(k+2
Lo ey < G0 o
Na tej tocki nam pride zelo prav indukcijska predpostavka - levo stran namrec sedaj z
njeno uporabo znamo zapisati e na en nacin! Poskusimo:

k(k+1) .

1424 +(k+1l)=0+2+.. . +k)+(k+1)= (k+1).

Ce smo dokazali, da je desna stran ravnokar dobljene enacbe enaka desni strani (1), je

na$ indukcijski korak dokazan. Na tej tocki je to samo Se enostavna vaja:

k(k + 1)
2

+(k+1) = k(k;l) +2(k2+1) _ (k—|—2)2(k—|-1).

Torej enakost (1) res velja in je s tem indukcijski korak dokazan.

Ker sedaj nasa lastnost velja za Stevilo 1, indukcijski korak pa nam pove, da za vsako
Stevilo, za katerega lastnost velja, ta velja tudi za njegovega naslednika, bo s tem nasa
lastnost res veljala za vsa naravna Stevila.
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Naloga 2.2. Drustvo Jakoba zalozi z neskonéno mnogo kovanci po 2 evra in
neskon¢no mnogo bankovci po 5 evrov. Jakob mora narociti malice za izbirni test,
ki skupaj stanejo n evrov, kjer je n neko naravno Stevilo. Dokazi, da za n > 4
lahko Jakob to naredi tako, da na blagajni placa natanko toliko, kot je cena malic.

Za razliko od prejsnje naloge imamo tokrat opravka z malo bolj kombinatori¢no trditvijo.
Ena od opcij, ki jih imamo, bi bilo preverjati, kako lahko dobimo posamezne vrednosti
n, kar bi znalo na prvi pogled biti precej zamudno. Poskusimo rajsi z indukcijo.

Nasa trditev je torej, da lahko z nasimi kovanci zapravimo natanko n evrov in Zelimo,
da velja za vsak naraven n > 4. Napaka bi bila, da bi v tem primeru delali indukcijski
korak na silo iz trditve za k na trditev za k+1, saj je to vse prej kot enostavno. Namesto
tega imamo precej privlacno alternativo - ker imamo na voljo tudi kovance po 2 evra,
bo enostavno narediti indukcijski korak iz trditve za k na trditev za k + 2. Kje se pojavi
tezava?

Ce bi bazo indukcije delali le za prvo ponujeno tevilo, torej 4, kot smo navajeni, zal ne
bi prisli do vseh potrebnih informacij. Z indukcijskim korakom v nasi obliki bi namre¢
dokazali le, da trditev velja le za soda naravna Stevila, vecja ali enaka 4, saj delamo
“skoke” po 2 in ne po 1. Bazo bo torej treba malo razsiriti, da dobimo Se vsa liha
Stevila. Izkaze se, da je to v tem primeru zelo enostavno:

Baza indukcije: Dokazimo, da trditev velja za n =4 in n = 5:
e Za n = 4 zadostujeta dva kovanca po 2 evra.
e Za n = 5 zadostuje en bankovec po 5 evrov.

Indukcijska predpostavka: Predpostavimo, da za poljubno naravno stevilo k > 4
trditev velja (torej, da lahko placamo natanko k evrov).

Indukcijski korak: Dokazimo, da pod indukcijsko predpostavko trditev velja tudi za
k+2. Res, vzamemo toliko kovancev in bankovcev, kolikor jih potrebujemo, da placamo
natanko k evrov (kar lahko naredimo po indukcijski predpostavki) in jim dodajmo Se en
kovanec po 2 evra. Skupna vrednost je torej n + 2 evrov, kot smo zeleli.

Ker baza indukcije zajema Stevilo 4, smo torej z indukcijskim korakom dokazali, da
trditev velja za vsa soda Stevila, vecja ali enaka 4. Ker zajema tudi Stevilo 5, smo prav
tako dokazali, da trditev velja za vsa liha Stevila, ve¢ja ali enaka 5. Torej smo trditev
dokazali za vsa naravna Stevila, vec¢ja ali enaka 4, kot smo Zzeleli.
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Naloga 2.3. Naj bo n > 3. Za okroglo mizo sedi n ljudi paroma razli¢nih
starosti. Za par oseb A in B pravimo, da je neizkusen, ¢e
(i) A in B ne sedita drug zraven drugega ter
(ii) Na vsaj enem izmed lokov med A in B za mizo so vsi ljudje starejsi od A in
B. Najmanj koliko je lahko neizkuSenih parov za mizo?

Nimamo Se dobrega izhodis¢a, zaenkrat tezko uganemo, koliksno bi bilo to Stevilo
neizkuSenih parov. Nikoli ne skodi, ¢e pregledamo majhne primere.

Pri n = 3 neizkuSenih parov nimamo, saj sta vsaki dve osebi sosednji. Pri n = 4 imamo
vsaj en izkuSen par, gre za soseda najstarejSe osebe v krogu. Pravzaprav imamo tukaj
kar natanko en izkuSen par, saj je edini potencialni drugi izkusen par tisti, ki je sestavljen
iz. preostalih dveh oseb (saj imamo le dva para nesosednih oseb), ta pa vkljucuje tudi
naso najstarejso osebo, zato ne ustreza pogoju (ii).

Ce bi si ogledali e primer n = 5, ki je malenkost bolj zamuden, bi nam postalo s bolj
jasno, kaj je verjetno reSitev - uganimo lahko, da bo parov n — 3. Pravzaprav se izkaze,
da jih bo toliko ne glede na razporeditev oseb za mizo, kar bomo poskusili z indukcijo
sedaj dokazati.

Spomnimo se na nacelo ekstremnega elementa in si oglejmo najstarejSo osebo za mizo,
naj bo to S:

e Oseba S ne bo ¢lan nobenega neizkusenega para, ker bi ta sicer nasprotoval pogoju
(ii).

e Ce to osebo odmislimo, je vsak neizkusen par (razen par njenih sosedov, ki sedaj
krsi pogoj (i)) Se vedno neizkusen.

e Ce to osebo odmislimo, prav tako nismo dobili novih neizkugenih parov razen
zgoraj omenjenega. Vsak par, ki prej ni bil neizkuSen (razen sosedov osebe ), je
imel na obeh lokih med njima neko mlajSo osebo in jo ima torej Se sedaj.

Ze vidimo, kaj se dogaja. Zdruzimo nage trditve malo bolj formalno v indukcijo. Dokazu-
jemo torej, da je stevilo neizkuSenih parov za mizo vedno n — 3.

Baza indukcije: V primeru n = 3 je Stevilo neizkusenih parov trivialno 0.

Indukcijska predpostavka: Naj bo k£ > 3 poljubno naravno stevilo. Predpostavimo,
da je neizkuSenih parov za mizo natanko k — 3.

Indukcijski korak: Med naSimi k£ + 1 osebami izberemo najstarejSega in za trenutek
pozabimo nanj. Razporeditev preostalih k oseb za mizo ima po indukcijski predpostavki
natanko k—3 neizkuSenih parov. Dodajmo nasega najstarejSega nazaj. Vsi prej neizkuseni
pari so neizkusSeni tudi sedaj, nov neizkusen par pa je po zgornjih argumentih samo eden
in sicer par sosedov nase najstarejSe osebe. Torej je v poljubni razporeditvi k + 1 oseb
res k — 2 neizkusenih parov.
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Indukcija je zakljucena in s tem smo dokazali, da je v vsaki razporeditvi n > 3 oseb
natanko n — 3 neizkusenih parov.

Naloga 2.4. Naj bo n naravno §tevilo. V krogu je n avtomobilov, ki imajo
skupaj ravno dovolj goriva, da prevozijo cel krog. Ko avtomobil pride do nekega
drugega avtomobila, se lahko ustavi in mu pobere gorivo. Dokazi, da obstaja
avtomobil, ki lahko na tak nacin prevozi cel krog.

Spet imamo opravka s splosnim stevilom avtomobilov, zato bi morda lahko delovala in-
dukcija. Premisliti bo treba, kako v indukcijskem koraku en avtomobil odmisliti, da lahko
uporabimo indukcijsko predpostavko in s tem zaklju¢imo indukcijo. Za zacetek argu-
mentirajmo bazni primer - Ce je avtomobil en sam, bo brez tezav prevozil cel krog.

Kako bi torej en avtomobil odmislili? Najlazje bi bilo gledati dva zaporedna avtomobila
Aj in Ao, kjer ima A; dovolj goriva, da pride do As, kot en sam avtomobil na poziciji Ay
s toliko goriva, kot ga imata oba skupaj. Res, denimo, da nek avtomobil na neki tocki
pride do avtomobila A;. Potem bo od A; dobil dovolj goriva, da pride do As, tedaj pa
bo imel natanko toliko goriva, kot bi ga imel, ¢e bi bil As brez goriva, A; pa bi poleg
svojega imel Se gorivo As.

Dokazati moramo torej le Se, da taksna dva avtomobila obstajata. Denimo, da velja
nasprotno - torej ima vsak avtomobil premalo goriva, da bi priSel do naslednjega. Potem
imajo avtomobili skupno premalo goriva, da bi odpeljali cel krog, kar vodi v protislovje,
zato taksna dva avtomobila res obstajata.

Povzemimo ugotovitve Se enkrat. Baza indukcije je ocitna, kot indukcijsko predpostavko
pa smo predpostavili, da trditev velja za neko naravno stevilo k. Za k+1 smo jo v induk-
cijskem koraku dokazali tako, da smo po zgornjem argumentu nasli avtomobila Ay in A,
kjer ima A; dovolj goriva, da pride do As. Nato smo As izbrisali in njegovo gorivo dodali
avtomobilu A;. Vsi avtomobili, ki so ostali, lahko pri tej prilagoditvi prevozijo popol-
noma enako pot kot prej, po indukcijski predpostavki pa obstaja avtomobil, ki lahko
prevozi celoten krog. Ta avtomobil lahko torej prevozi celoten krog tudi v konfiguraciji
z k + 1 avtomobili, kar zaklju¢uje indukcijo in dokaz.

Naloga 2.5. Konveksen n-kotnik, n > 4, razdelimo na trikotnike tako, da imajo
vsi trikotniki oglis¢a v oglisc¢ih n-kotnika in si nobena dva trikotnika ne delita
notranjih tock. Dobljeni trikotniki so popularni, ¢e imajo dve stranici, ki sta
hkrati stranici n-kotnika, obicajni, e imajo le eno stranico, ki je hkrati stranica
n-kotnika ter osamljeni, e takih stranic nimajo.

Dokazi, da je popularnih trikotnikov za 2 ve¢ kot osamljenih.
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Najprej pripomnimo, da se taki razdelitvi konveksnega veckotnika strokovno rece trian-
gulacija, kar je tudi izraz, ki ga bomo uporabljali v resitvi. Ker spet delamo s splosnim
n, je ena od idej indukcija, a kako bi se je lotili?

Premislimo, kako bi moral izgledati nas indukcijski korak. Ce predpostavimo, da trditev
velja za vsak k-kotnik in zelimo, da velja tudi za poljuben k- 1-kotnik, moramo znati nas
k 4 1-kotnik preobraziti v k-kotnik. Preprosta ideja je, da bi mu odstranili enega izmed
popularnih trikotnikov - znebili smo se torej dveh sosednih stranic in njunega skupnega
oglis¢a, nova stranica veckotnika pa naj bo tretja stranica odstranjenega popularnega
trikotnika. Vidimo, da je dobljeni k-kotnik Se vedno konveksen, torej bi na njem sedaj
lahko uporabili indukcijsko predpostavko.

Preden nadaljujemo, moramo paziti, da dokazemo, da popularen trikotnik sploh obstaja,
sicer na$ indukcijski korak ne bo nujno dobro definiran! Na sreco je to res in obstaja
ve¢ razlicnih dokazov, lahko poskusimo s protislovjem. Denimo, da je vsaka stranica
veckotnika le stranica obi¢ajnega trikotnika, torej je takih trikotnikov v nasi triangulaciji
natanko n. Znano je, da je vsaka triangulacija konveksnega n-kotnika sestavljena iz n —2
trikotnikov!, torej smo prigli do protislovja in popularen trikotnik res obstaja.

Vrnimo se sedaj k na$i indukciji in jo Se enkrat obravnavajmo pregledno. Za bazo
indukcije, ki je seveda ne smemo pozabiti, vzamimo poljuben konveksen Stirikotnik.
Ocitno ima samo dve mozni triangulaciji, v obeh pa imamo dva popularna trikotnika in
nobenega osamljenega.

Nasa indukcijska predpostavka bo, da trditev velja za nek poljuben k& > 3, torej za vsak
konveksen k-kotnik in vsako njegovo triangulacijo. Poskusimo dokazati, da trditev velja
tudi za k£ + 1. Kot indukcijski korak si zato poglejmo poljuben konveksen k + 1-kotnik.
Dokazali smo, da v njegovi poljubni triangulaciji obstaja nek popularen trikotnik, naj
bo to P. Odstranimo njegovi zunanji dve stranici in njuno skupno oglisce.

Dobili smo k-kotnik, za katerega po indukcijski predpostavki vemo, da ima dva popularna
trikotnika ve¢ kot osamljena. Ce sedaj dodamo trikotnik P nazaj, spet dobimo nas k+ 1-
kotnik. Poglejmo, kaj se zgodi:

e Dodali smo en popularen trikotnik, to je P.

e Ce je bila notranja stranica P prej stranica popularnega trikotnika, je sedaj stranica
obicajnega trikotnika. Torej smo s tem izgubili en popularni trikotnik, zato je
Stevilo popularnih trikotnikov enako kot prej.

e Ce je bila notranja stranica P prej stranica obi¢ajnega trikotnika, je ta trikotnik
sedaj osamljen. Torej smo s tem pridobili en osamljen trikotnik.

e Preostali trikotniki niso imeli skupnih stranic s P, zato dodajanje P nanje ne
vpliva.

1Temu dejstvu se bomo posvetili kasneje v eni izmed nalog.
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Dokazali smo torej, da z dodajanjem P bodisi hkrati pridobimo in izgubimo en popu-
laren trikotnik, bodisi pridobimo en popularen in en osamljen trikotnik. V obeh primeru
imamo Se vedno dva popularna trikotnika ve¢ kot osamljena, kar zakljuc¢uje indukcijo.
Torej res za vsak konveksen n-kotnik, kjer n > 4, velja, da je v njegovi poljubni trian-
gulaciji popularnih trikotnikov natanko za 2 ve¢ kot osamljenih.

Naloga 2.6. Naj bo n potenca Stevila 2. Dokazi, da iz poljubne mnozice 2n — 1
naravnih Stevil lahko izberemo n takih stevil, da je njihova vsota deljiva z n.

Spet imamo opravka z nalogo, ki zelo namiguje na uporabo indukcije. Ze takoj vidimo,
da na$ indukcijski korak ne bo standarden, saj ne dokazujemo lastnosti za vsa naravna
Stevila, ampak le za potence Stevila 2. Poskusimo torej z indukcijsko predpostavko, da
trditev velja za neko Stevilo k, dokazati, da velja tudi za 2k. Mimogrede se reSimo Se
baze indukcije: za 1 = 2° je o¢itno, da lahko naredimo, kar od nas zahteva naloga.

Zelimo torej, da s predpostavko, da iz poljubne mnozice 2k — 1 naravnih Stevil lahko
izberemo k takih Stevil, da je njihova vsota deljiva s k, sledi, da tudi iz poljubne mnozice
4k — 1 naravnih stevil lahko izberemo 2k takih Stevil, da je njihova vsota deljiva z 2k.
Kaj sedaj?

Spomnimo se, da bomo na neki tocki morali uporabiti indukcijsko predpostavko, ki pa
nam da le Stevila, katerih vsota je deljiva s k£ in ne z 2k. Vseeno je deljivost s k Ze kar
obetaven korak pri ugotavljanju deljivosti z 2k. Kaj nam manjka? Koliko taksnih k-teric
stevil, katerih vsota je deljiva s k, lahko izlus¢imo iz naSih 4k — 1 ponujenih Stevil?

Poglejmo kar prvih 2k — 1 izmed danih Stevil. Iz njih lahko dobimo neko k-terico Stevil,
katerih vsota je deljiva s k. Preostalih stevil je 3k — 1, torej izmed njih spet lahko
izberemo nekih 2k — 1 §tevil, iz katerih dobimo neko novo k-terico Stevil, katerih vsota je
deljiva s k. Preostane nam Se 2k — 1 Stevil, torej ta postopek lahko naredimo Se enkrat
in dobimo Se zadnjo k-terico.

Imamo torej tri take k-terice Stevil, ki nimajo skupnih elementov, vsota elementov vsake
pa je deljiva s k. Lepo bi bilo, ¢e bi dve izmed njiju lahko zlozili skupaj, da bi dobili
neko 2k-terico Stevil, katere vsota elementov je deljiva z 2k in ne samo s k. Skoraj smo
ze pri koncu, saj sedaj lahko opazimo Se eno lepo lastnost:

Naj bodo vsote stevil v nasih treh k-tericah zaporedoma ak, bk in ck. Zaradi deljivosti
vsot s k so a, b in ¢ cela §tevila, dve izmed njiju pa imata isto parnost! Naj bosta
to brez skode za splosnost a in b, torej je vsota Stevil v nasih prvih dveh k-tericah
ak + bk = (a+b)k, kar je deljivo z 2k. Res smo torej dobili 2k-terico stevil, katere vsota
elementov je deljiva z 2k in indukcija je zakljucena.
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Naloga 2.7. Naj bon > 5 naravno Stevilo. Dokazi, da kvadrat lahko razdelimo
na n pravokotnikov s stranicami v razmerju 2 : 3. Pravokotniki niso nujno vsi
enako veliki.

Takoj, ko vidimo nalogo, bi morala biti indukcija prva ideja. Najprej si zamislimo
indukcijski korak, da bomo sploh videli, kaksno bazo potrebujemo.

Denimo, da smo nasli neko delitev za k pravokotnikov. Kako bi jo najlazje priredili do
delitve za nekaj ve¢ pravokotnikov? Preprosto, vzemimo enega izmed pravokotnikov v
delitvi in ga razdelimo na 4 dele na tak nacin:

7 indukcijskim korakom torej lahko s poljubnega k pridemo na k 4+ 3. To pomeni, da
bomo morali pokriti natanko tri bazne primere in sicer n =6, n =7 in n = 8.

Tezji del naloge je sedaj najti omenjene bazne primere. Za n = 6 je ta Se enostaven:

Preostala dva bazna primera zahtevata precej ¢asa in eksperimentiranja brez neke pre-
tirane motivacije, poleg tega, da zelimo najti ¢im lepsi konstrukciji. Kljub temu si lahko
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delo malo olajsamo z opazanjem, da kvadrat lahko razdelimo tudi samo na tri pravokot-
nike. Oglejmo si preostali konstrukeiji:

Indukcija je s tem zakljucena. Dokazali smo torej trditev za Stevila 6, 7 in 8, vemo pa
tudi, da veljavnost trditve za k implicira veljavnost trditve za k + 3, torej trditev velja
za vsa naravna Stevila.

Naloga 2.8. Naj bo n naravno stevilo. Na mizi imamo n? okraskov n razli¢nih
barv in ni nujno, da imamo enako Stevilo okraskov vsake barve. Dokazi, da se
okraske da razporediti na n smrecic tako, da je na vsaki smrecici natanko n
okraskov, okraski na vsaki smrecici pa so najve¢ dveh razlicnih barv.

Spet delamo s sploSnim n, torej kar hitro dobimo idejo, da bi poskusili delati indukcijo.
Kaj bi dosegli, ¢e bi poskusili indukcijo delati direktno na n?

Denimo, da trditev velja za nek naraven k in poskusimo dokazati, da velja za k + 1. V
indukcijskem koraku bi torej pridobili eno smreéico, eno barvo in (k+1)? — k? = 2k + 1
okraskov. Lahko bi poskusili nadaljevati po tej poti, a verjetno ne bi prisli dale¢, saj je
novih okraskov obéutno preve¢, da bi ze videli nek pameten nacin, kako se jih znebiti.
Poskusimo razmisljati malo drugace.

V nalogi imamo opravka z ve¢ “razseznostmi” - na eni strani imamo Stevilo smrecic in
barv, ki zelimo, da se ¢im bolj ujemata, torej naj ostaneta kar enaka, na drugi strani pa
imamo Stevilo okraskov na posamezni smrecici. To se s Stevilom smrecic in barv ujema,
a kaj, Ce se ne bi? Zakaj ne bi poskusili resiti malo splosnejse naloge?

Denimo, da imamo ab okraskov a razlicnih barv, ki jih moramo razporediti na a smrecic
na tak nacin, da bo na vsaki smrecici b okraskov, ki bodo najve¢ dveh razli¢nih barv.
Ce ugotovimo, da to lahko naredimo za vsaka naravna a in b, torej z nastavljanjem
a = b = n re§imo naSo nalogo. Poskusimo.

11
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Na zacetku smo poskusili delati indukcijo po Stevilu smrecic in barv, sedaj pa imamo
dve opciji: lahko jo delamo po Stevilu smrecic, lahko pa po Stevilu okraskov na vsaki
smrecici. Bolj naravno se jo zdi delati na Stevilu smreéic in barv, saj bi moralo biti
lazje dodajati oziroma odstranjati po eno smrecico ali barvo kot po en okrasek za vsako
smrecico.

Delajmo torej indukcijo po a - vzemimo poljuben k in predpostavimo, da lahko kb
okraskov k barv razporedimo na k smrecic z upostevanjem nasih pogojev. Poskusimo
narediti indukecijski korak, torej ugotoviti, da dalhko tako razporedimo tudi (k + 1)b
okraskov k£ 4 1 barv na k + 1 smrecic.

Oglejmo si rajsi koncéno situacijo, saj jo boljSe poznamo. Da pridemo na stanje, v katerem
bomo uporabili nas§ indukcijski korak, se bomo morali znebiti natanko ene smrecice in
natanko ene barve. Optimisti¢no lahko torej na zadnjo smrecico poskusimo dati vse
okraske tiste barve, ki je imamo najmanj - teh bo zagotovo manj ali enako k£ po Dirichle-
tovem principu. Ene barve smo se ze znebili, Se vedno pa moramo naso izbrano smrecico
dopolniti Se do konca in sicer z eno samo barvo, ki je seveda ne smemo popolnoma
izkoristiti, da bomo lahko Se uporabili indukcijsko predpostavko! Izkaze se, da nam
Dirichletov princip prav tako zagotovi obstoj primerne barve - barve z najve¢ okraski je
namrec¢ vsaj k okraskov, torej ve¢, kot jih Se potrebujemo.

Uporabimo torej barvo z najvec¢ okraski, da dopolnimo preostala prosta mesta smrecice,
ki smo jo zapolnili z barvo z najmanj okraski. Kot smo zeleli, nam to odvzame eno
smrecico in eno barvo, preostanek pa sedaj lahko pokrijemo z indukcijsko predpostavko.

Ne smemo seveda pozabiti na bazo indukcije, ta pa je tokrat precej enostavna - ¢e imamo
eno smrecico in eno barvo, postavimo vse okraske nanjo, kar zadosti pogojem.

Povzamimo Se enkrat, kaj smo naredili. ResSevali smo splosnejSo nalogo: fiksirali smo
Stevilo okraskov na vsaki smrecici ter delali indukcijo po Stevilu smreéic in barv. Baza
indukcije je trivialna, v indukcijskem koraku pa smo vzeli eno smrecico, jo zapolnili z
vsemi okraski barve, ki ji teh pripada najmanj, ter po potrebi dopolnili Se z okraski
barve, ki ji teh pripada najve¢. Dirichletov princip nam zagotavlja, da smo se s tem
znebili ene smrecice in ene barve, torej smo s k + 1 smrecic in barv ter b okraskov na
vsaki smrecici uspeli priti na k smrecic in barv ter b okraskov na vsaki smrecici - stanje,
ki se ga da primerno zapolniti po indukcijski predpostavki. Indukcija je torej zakljucena,
kot obljubljeno pa nam primeri a = b = n dajo, da osnovna trditev v nalogi res velja za
vsa naravna Stevila n.

Premislimo, kaj nas je ta naloga naucila. Glavna ideja je bila, da ne delamo indukcije
na silo, temve¢ dobro premislimo, ali bi se dalo dokazati kaksno druga¢no, morda celo
mocnejso trditev. V mnasprotju z intuicijo se pri indukciji presenetljivo veckrat zgodi,
da je lazje dokazati bolj splosno trditev. Hkrati smo znova videli, kako prav nam lahko
pride opazovanje ekstremnih elementov.
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Naloga 2.9. Naj bo 7 = (a1, ag, ..., a,) permutacija naravnih stevil 1,2,...,n.
Premesanost permutacije 7 je Stevilo parov naravnih stevil (i, j), za katere velja
1 <i<j<mnina; < a;.. Dokazi, da za vsako celo stevilo k, za katero je
0<k< (Z), obstaja permutacija Stevil 1,2,...,n, katere premesanost je enaka
k.

Naloga pravzaprav zahteva od nas, da ugotovimo, da za vsak dovolj majhen k lahko na-
jdemo neko permutacijo, v kateri bo to¢no k parov stevil med seboj nastopalo v vrstnem
redu, obratnem velikostnemu. Zelo neprakti¢no bi bilo seveda iskati konstrukcijo za vsak
posamezen k, pametno pa bi morda bilo vedeti, kako iz permutacije s premeSanostjo k
pridemo na permutacijo s premesanostjo k 4+ 1. To nas napelje na idejo, da bi poskusili
z indukcijo.

Za zacetek poskusimo najti ekstremni primer, torej primer, katerega premesanost je na-
jvecja. Hocemo, da za vsak par Stevil veCje nastopa pred manjsim, torej bo ustrezala
kar permutacija (n,n —1,...,1). Ta ima premesanost o¢itno (g), medtem ko ima per-

mutacija (1,2,...,n) premesanost 0.

Poskusimo sedaj po korakih priti iz zacetne permutacije (1,2,...,n) do permutacije
(n,mn —1,...,1) na tak nacin, da v vsakem koraku pove¢amo premesanost za natanko
1. Opazimo najprej, da pri menjavi dveh sosednih stevil v permutaciji vplivamo samo
na tisti par, ki ga sestavljata, torej s tem premeSanost povecamo ali zmanjSamo z 1.
To nam vseeno ni Se dovolj, saj si zelimo ve¢ nadzora nad tem, ali jo povecamo ali
zmanjsamo.

Naravno bi bilo najprej spet poskusiti z ekstremnimi elementi, denimo, Stevilom n - ker
je najvecje, bo kar v poljubnem paru dveh razliénih Stevil, v katerem nastopa, n vecje
izmed njiju, kar bi znalo biti priro¢no. Res, ¢e n v koraku prestavimo za eno mesto na
levo, ne bomo spremenili urejenosti nobenega drugega para Stevil, n pa bo sedaj pred
stevilom, ki se je pred korakom nahajalo tik pred njim, torej bomo premesanost na tak
nac¢in povecali za 1.

Ce torej na zacetku naredimo n — 1 menjav sosednih parov, s katerimi pridemo do per-
mutacije (n, 1,2, ...,n—1), smo torej med koraki pokrili Zelene permutacije s premesanostjo
0,1,...,n — 1, saj se je premeSanost v vsakem koraku povecala za 1. ReSitev je sedaj
ze na dlani: Stevilo n — 1 moramo sedaj na analogen nac¢in prestaviti na drugo mesto,
nato Stevilo n — 3 na tretje mesto in tako naprej, dokler Stevilo 1 ni na zadnjem mestu.
Vseeno bi se pri pisanju taksne resitve lahko hitro zapletli, zato jo poskusimo raje spisati

z indukcijo.

Dokazali bomo torej trditev iz naloge z indukcijo. Bazni primer je enostaven, edina
permutacija prvega naravnega Stevila je (1), ki ima premesanost 0. Predpostavimo
sedaj, da za poljuben m trditev velja in jo poskusimo dokazati za m + 1.

Po zgornjem argumentu ze znamo dobiti vse permutacije s premeSanostjo 1,2,...,m
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tako, da stevilo m + 1 iz konca po korakih prestavljamo na zacetek z menjavo parov
sosednih stevil. Sedaj opazimo, da ima za poljubno permutacijo b = (by,ba,...,by)
prvih m celih stevil s premesanostjo p permutacija (m + 1,b1,bo, ..., by;,) premesanost
m + p. Vsi pari oblike (b;, m + 1) so namre¢ nasprotno urejeni, torej vsak prispeva 1 k
premesanosti, vsi ostali pari pa so urejeni enako, kot so bili urejeni v permutaciji b.

Po indukcijski predpostavki vemo, da lahko za vsak 0 < k < (’;‘) izberemo tako per-
mutacijo b, da bo njena premesanost k, torej znamo skonstruirati tudi permutacijo prvih

m~+1 stevil, ki bo imela premesanost k za poljuben k € {m+1,m+2,...,m+ (ZL) }. Ker ze

m—&—l)7

vemo, da znamo skonstruirati tudi permutacije za vsak manjsi k in ker m+ (7;) = ( 9

smo torej dokazali, da trditev velja tudi za m+1, zato velja za vsa naravna Stevila.

Naloga 2.10. Z I(n) ozna¢imo najvecjega lihega delitelja naravnega Stevila n.
Dolo¢i vrednost vsote

1) +1(2) +1(3) + ... +1(221%).

Vsota ima seveda veliko prevec ¢lenov, da bi se je lotili kar tako, prav tako pa nimamo
Se nobene ideje, kaj bi lahko bila njena vrednost, zato indukcije direktno Se ne bomo
uporabljali. Poskusimo najprej ugotoviti kaj lepega. Ena opcija bi bila, da poskusimo
namesto prvih 229 ¢lenov gledati prvih 2* ¢lenov za majhne k in s tem uganemo splosno
formulo zaporedja, a izkaze se, da to v tem primeru ni tako enostavno. Poskusimo raje
najprej dokazati kaj lepega.

Vidimo, da velja [(2n) = I(n) za vsak n. Kaj, ¢e bi to uporabili za deljenje vsakega
sodega argumenta z 27 Dobimo:

WD) +12)+1(3) + ... +1(22M) =
= (1) +13) +1(5) + ... + 122 — 1)) + (1(1) +1(2) +1(3) + ... +1(22°1%)).

Vsota ¢lenov v drugem oklepaju je nadvse podobna vsoti, katere vrednost iséemo. Ce bi
tudi v tej vsoti delili vse argumente z 2 in ta postopek ponavljali, bi torej dobili ne preveé
lepo, a zelo pregledno vsoto. Zapisimo to ugotovitev in jo dokazimo z indukcijo.

Lema 1. Naj bo s(n) =1(1)+1(3) +1(5) +...+1(2" —1) ter r(n) = 1(1) +1(2) +
[(3) 4+ ...+ 1(2"). Potem velja
r(n) =1+s(1)+s(2)+...+s(n)

za vsako naravno Stevilo n.
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Dokaz. Baza indukcije za n = 1 o¢itno velja. Naredimo sedaj indukcijsko predpostavko,
naj bo k poljubno naravno stevilo in denimo, da velja r(k) = 1+ s(1) +s(2)+...+ s(n).
Potem imamo zaradi lastnosti [(2k) = (k) za vsak k:

r(k+1)=1(1) +1(2) +1(3) +... +1(2") =

= (1) +I13) +1(B) + ... + 12— 1)+ (1) +1(2) +1(3) +... +1(2%) =
=s(k+1)+rk)=14+s(1)+s(2)+...+s(k+1),

kjer smo v zadnji enakosti uporabili indukcijsko predpostavko. O

Zaenkrat smo torej vse faktorje 2 vrgli iz argumentov nase funkcije [, preostanek pa Se
vedno znamo zapisati na lep nacin z Lemo 1. Preostane nam Se izra¢unati posamezne
vrednosti s(1), s(2), ..., s(2014).

Tokrat poskusimo z ugibanjem in se osredotoc¢imo kar na vsote prvih nekaj lihih Stevil.
Veljal =1,143=4,14+3+5=9in1434+54+7 = 16. Vzorec je sedaj ze
ociten in presenetljiv - videti je, da je vsota prvih n lihih Stevil kar n-ti popoln kvadrat!
Poskusimo to dokazati:

Lema 2. Za vsako naravno Stevilo n velja

14+3+...4+(2n—1) =n?

Dokaz. Za n = 1 ta trditev ocitno velja, kar nam da bazo indukcije. Za indukcijsko
predpostavko vzamimo poljubno naravno Stevilo k£ in predpostavimo, da trditev velja za
k. V indukcijskem koraku bomo poskusili dokazati, da velja tudi za k+ 1. Vidimo

143+ 4+Qk+1) =k +2k+1=(k+1)%

kjer smo v prvi enakosti uporabili indukcijsko predpostavko. O

Naposled smo dobili zelo lep nacin, da izra¢unamo naso vrednost. Res, z uporabo Leme
1 in 2 vidimo
r(2014) =1+ s(1) + s(2) + ...+ s(2014) =
=14 22 + (22)2 + (23)2 4+ (22013)2 _
=1+4+42 447+, +4208 =

42014 _ 4 B 42014 | o

-1 —
+ 4—1 3 ’

kjer smo v predzadnji enakosti uporabili formulo za vsoto konénega geometrijskega za-
poredja.
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Naloga 2.11. Dokazi, da za vsa naravna Stevila n velja neenakost

1321 _ 1
2.4---2n V3n

Poskusimo z indukcijo. Predpostavimo, da trditev velja za neko naravno Stevilo k in
dokazimo, da velja za k 4+ 1. Po indukcijski predpostavki bi bilo dovolj dokazati

1 2k+1< 1
V3k 2k+2 " \3k+3

S kvadriranjem neenakosti bi dobili

(2k + 1)? _ 3k
(2k +2)2 " 3k+3°

Ce bi to neenakost poskusili dokazati, bi se zal izkazalo, da ne velja, zato indukcija na
ta na¢in ne bo delovala. Kaj sedaj?

Ne izgubimo Se dokon¢éno upanja v indukcijo. Premislimo, da bi morda bilo pametno
dokazati malo moé¢nejso trditev. Kljub neintuitivnosti tega pristopa je jasno, da moé¢nejsa
trditev pomeni tudi moé¢nejso indukcijsko predpostavko, kar zna biti precej uporabno.
Vseeno na zacetku Se ne vemo, kako moé¢no trditev si zelimo dokazati, zato pa poskusimo
to ugotoviti. V imenovalec desne strani neenakosti pisimo kar v/3n + « - ¢e bo neenakost

1-3---(2n—1)< 1
2-4---2n Va3n + «

veljala za neko izbrano konstanto a > 0, bo veljala tudi osnovna enakost. Zaenkrat Se
ne vemo, kaj bo nasa «, a poskusimo to izracunati.

Naredimo indukcijsko predpostavko za k in poskusimo dokazati, da trditev velja tudi za
k + 1. Z uporabo indukcijske predpostavke torej dokazujemo

1 2k +1 1
. <
V3k+a 2k+2 V3k+3+4a

oziroma po kvadriranju
(2k +1)? 3k +a

< .
(2k+2)2 " 3k+3+a

Preostane nam le Se malo razpisovanja in racunanja. Dobimo, da je ta enacba ekviva-
lentna

—4ko+ 3k — 3o+ 3 < 0.

Iz te enacbe je ze lazje videti, kako bomo izbrali nas o. Ce av = 1, se bomo znebili kon-
stantnega ¢lena, dobimo pa pravzaprav enacbo —k < 0, ki velja, saj je k naravno stevilo.
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S povsem obic¢ajno indukcijo je sedaj enostavno dokazati zeleno, kakor je nakazano zgo-
raj.

Videli smo torej, da se vcasih splaca ojacati predpostavko, ¢e nam indukcija na prvi
pogled odpove. V tem primeru nismo vedeli, kako bi predpostavko ojacali, zato pa
smo indukcijo izpeljali kar z neko neznano konstanto v mislih in Sele na koncu videli,
katera izbira konstante je zanjo najbolj primerna. Vcasih tudi tolikSna iznajdljivost
zal ni dovolj, zato pa si v nadaljevanju oglejmo Se malo mocnejsi princip od obicajne
indukcije.

3 Mocna indukcija

Obicajna indukcija zal ni vedno tako mocna, kot bi si zZeleli. Na sreco jo lahko Se
izboljsamo, saj zaenkrat Se nismo izkoristili njenega celotnega potenciala - v indukci-
jski predpostavki namre¢ predpostavimo samo, da trditev velja za eno naravno Stevilo.
Oglejmo si alternativo:

Definicija 3.1 (Moéna indukcija). Denimo, da dokazujemo neko lastnost P
za vsa naravna Stevila. Naj P(n) oznacuje trditev, da lastnost P velja za naravno
Stevilo n.

Baza indukcije. Dokazemo P(1).

Indukcijska predpostavka. Najbo k poljubno naravno stevilo. Predpostavimo,
da veljajo P(1), P(2),...,P(k).

Indukcijski korak. Z indukcijsko predpostavko dokazemo, da velja tudi P(k+1).

S tem smo dokazali, da velja P(n) za vsako naravno Stevilo n.

Princip je zelo podoben obi¢ajni indukciji z eno pomembno spremembo - pri indukcijski
predpostavki ne predpostavimo ve¢, da trditev velja samo za k, temve¢ kar tudi za vsa
naravna Stevila, manjsa od k. Ce bi indukcijo spet opazovali kot zaporedje neskonéno
mnogo korakov, namre¢ v trenutku, ko pridemo do dokazovanja lastnosti za n, vemo,
da lastnost velja ze za vsa Stevila, manjSa od n. Zakaj ne bi tega znanja uporabili v
popolnosti?

V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj nalog, za katere obicajna indukcija ni dovolj,
pomaga pa nam lahko princip moéne indukcije.
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4 Naloge: Mocna indukcija

Naloga 4.1. Triangulacija je vsaka razdelitev n-kotnika brez samopreseciSc,
n > 3, na same trikotnike z oglis¢i v n-kotniku, ki nimajo skupnih notranjosti.
Dokazi, da je vsaka triangulacija n-kotnika sestavljena iz n — 2 trikotnikov.

Dokazimo obljubljeno trditev iz Naloge 2.5. Za obi¢ajno indukcijo bi morali v induk-
cijskem koraku nujno delati z veCkotnikom, ki ma le eno ogliS¢e manj od podanega, kar
je zelo neprakti¢no, saj bi morali najprej dokazati obstoj trikotnika v triangulaciji, ki
ima dve skupni stranici z vec¢kotnikom. Za ilustracijo bomo omenjeno lastnost vseeno
dokazali, zaenkrat pa se vrnimo na naso nalogo.

Spomnimo se torej na princip moé¢ne indukcije. Baze indukcije ni tezko dokazati, edini
trikotnik v triangulaciji nekega trikotnika je kar ta trikotnik sam. Naj bo sedaj k
polljubno naravno stevilo in v indukcijski predpostavki predpostavimo, da nasa trditev
velja za vsa naravna Stevila, veé¢ja od 3, do vkljuéno k. Dokazimo, da velja tudi za
kE+1.

Oglejmo si poljubno triangulacijo poljubnega k 4 1-kotnika. Naj bo D poljubna diag-
onala v veckotniku, ki nastopa v triangulaciji. Diagonala D razdeli na§ veckotnik na
dva veckotnika, naj imata a in b stranic, opazovali pa bomo njuni triangulaciji, ki sta
sestavljeni iz istih trikotnikov kot triangulacija nasega k + 1-kotnika. Opazimo, da sta
a in b strogo manjsa od k 4 1, torej lahko sedaj uporabimo naso moc¢nejsSo indukcijsko
predpostavko, ki nam pove, da triangulacija prvega vsebuje a — 2, triangulacija drugega
pa b — 2 trikotnikov.

Vsak trikotnik v triangulaciji nasega k + 1-kotnika bo tudi trikotnik v natanko eni od
triangulacij dveh manjsih veckotnikov in obratno, torej bo imela nasa triangulacija (a —
2) + (b — 2) trikotnikov. Manjsa veckotnika imata skupaj a + b stranic, od tega imata
skupno stranico samo D, njune ostale stranice pa so stranice nasega veckotnika, ki ima
torej a + b — 2 stranic.

Ker £+ 1 = a 4+ b — 2, nasa triangulacija k + 1-kotnika res vsebuje a + b —4 =k —1
trikotnikov. Ker smo opazovali poljuben k + 1-kotnik in njegovo poljubno triangulacijo,
to zakljuc¢uje indukcijo in dokaz.

Opisimo sedaj Se na kratko, kako bi dokazali, da v vsaki triangulaciji poljubnega veckotnika
z vsaj §tirimi stranicami obstaja nek trikotnik, ki ima dve stranici skupni z veckotnikom.
Poskusili bomo narediti podobno razdelitev kot prej, a z malo poskusanja lahko hitro
vidimo, da bo treba uporabiti malo moc¢nejSo predpostavko.

Predpostavimo, da imajo vsi veckotniki z najve¢ k stranicami v poljubni triangulaciji
vsaj dva trikotnika, ki imata dve skupni stranici z veckotnikom in poskusimo dokazati,
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da to velja tudi za vse k + 1-kotnike. Z neko diagonalo D v nasi triangulaciji torej
razdelimo na§ veckotnik na dva manjsa veckotnika z vsaj Stirimi stranicami (¢e veckotnik
ni konveksen, tega ne znamo nujno narediti, a v tem primeru bi hitro videli, da dva taka
trikotnika res obstajata). Ker obe triangulaciji manjsih veckotnikov vsebujeta vsaj dva
trikotnika z dvema skupnima stranicama teh veckotnikov, najve¢ eden od njiju pa ima
za stranico tudi D, smo po indukcijski predpostavki res nasli dva trikotnika z dvema
skupnima stranicama k -+ 1-kotniku v njegovi poljubni triangulaciji, kot smo zeleli.

Naloga 4.2. Zaporedje Fibonaccijevih Stevil je definirano kot F} = Fo, = 1
ter Fr,o1 = F,, + F,—1 za vsak n > 2. Dokazi, da se vsako naravno Stevilo da
zapisati kot vsoto razlicnih Fibonaccijevih Stevil, med katerimi nobeni dve nista
zaporedni.

Tudi pri tej nalogi lahko hitro vidimo, da nam bo moé¢na indukcija prisla veliko bolj
prav kot obicajna. Baza indukcije bo jasna, enostavno je preveriti, da lahko na tak
nac¢in zapiSemo Stevilo 1. Poglejmo sedaj, kako bi lahko s pomocjo indukcije zapisali
vecja Stevila.

Naj bo torej nasa indukcijska predpostavka, da znamo na podan nacin zapisati vsa nar-
avna Stevila do vkljuéno k, mi pa zelimo dokazati, da tako znamo zapisati tudi k + 1.
Ideja je, da izberemo primerno Fibonaccijevo stevilo, ki bo en ¢len v vsoti, preostanek
vsote pa bomo po indukcijski predpostavki lahko zapisali kot vsoto razli¢nih nezapored-
nih Fibonaccijevih stevil. Na kakSen na¢in bomo izbrali nase prvo Fibonaccijevo Stevilo,
da bo zagotovo razlitno od ostalih in jim tudi ne bo sosedno?

Zopet nam bo prislo prav nacelo ekstremnega elementa. Naj bo F)js kar najvecje Fi-
bonaccijevo Stevilo, ki je manjSe ali enako k + 1. Ce je enako k + 1, to Stevilo oCitno
znamo zapisati na podan nacin, ¢e ni, pa poglejmo, kaj se zgodi.

V slednjem primeru je k + 1 — Fs neko naravno Stevilo, torej ga po indukcijski pred-
postavki znamo zapisati kot vsoto razlicnih nesosednih Fibonaccijevih Stevil. Velja
torej

k+1=Fy+Fy +Fu+...+ Fy,

za neka paroma nesosedna Stevila aq, ao, ..., a,,,. Dokazati moramo le Se, da M ni enako
in ni sosedno nobenemu izmed njih.

Na tej tocki se spomnimo na osnovno lastnost Fibonaccijevih stevil: veljati bo moralo k+
1 < Fy+Fy_1, saj je desna stran te neenakosti enaka nekemu vecjemu Fibonaccijevemu
stevilu, ki je torej ze vecje od k+1, saj je Fiy najvecje Fibonaccijevo stevilo, ki od njega
Se ni vecje. Torej je najvecje Fibonaccijevo Stevilo poleg Fj; v vsoti strogo manjSe od
Fyr_1, kar zakljucuje indukcijo in dokaz.
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Naloga 4.3. Naj bo ai,as,...,a, strogo naraséajoce zaporedje realnih sStevil.
Naj bo by, bs, ..., b, neka permutacija Stevil a1, aq, ..., a,. Denimo, da velja

a1 +b1 <as+by<...<ap+ b,

Dokazi, da za vsak 1 < i < n velja a; = b;.

Najprej opazimo, da bi bilo dovolj, da dokazemo, da enakost velja samo za en indeks, saj
bi nato preostali ¢leni zaporedij a; in b; tvorili zaporedje z enim ¢lenom manj in enakimi
elementi, zato bi lahko takoj zakljuéili z indukcijo. Pametno bi bilo gledati ekstremne
elemente, torej poglejmo, ¢e lahko dokazemo, denimo, a; = b;.

Poglejmo, kaj bi se zgodilo, ¢e bi veljalo a; = by. Potem po pogoju velja a1 + b1 <
as + b2 = as + a1, torej by < ao in s tem by = aj, kar vodi v protislovje. Zato ne more
veljati a; = by in vprasamo se, ¢e kaj podobnega lahko ugotovimo tudi za visje indekse.
Res, po podobnem postopku lahko vidimo, da ne more veljati niti a; = bs, zato pridemo
na idejo, da poskusimo z indukcijo.

Denimo, da velja a; & {b1,bs, ..., bi} za poljuben k, to bo nasa indukcijska predpostavka.
Dokazali bi radi a; # bg41. Predpostavimo nasprotno, torej, da velja a; = bg4q in
uporabimo to v pogoju:

a1 +by <as+by<...<apy1+ b1 =agy1 +ag.

Opazimo, da zaradi tega velja a; + b; < apy1 + a1 za vsak 1 < i < k+ 1. Se vet, ker
a1 < a; za vsak 1, sledi kar a; + b; < agy1 + a; oziroma b; < ag41.

Vidimo torej, da so by, ba, ..., br vsi manjsi od apy1. Takih Stevil v zaporedju a; pa je
natanko k, torej bo by, b, ..., b kar neka permutacija Stevil ay, as, ..., ar. Konéno lahko
uporabimo indukcijsko predpostavko - eno od stevil by, bo, ..., b bi moralo biti tudi a,

a po indukcijski predpostavki to ne more biti res, zato smo prisli v protislovje.

Res torej velja a; = by, kar smo zeleli dokazati. Za zakljucek naredimo indukcijo Se na
velikosti zaporedja: baza je oCitna in ni kaj dokazovati, ¢e predpostavimo, da lastnost
velja za vsako zaporedje dolzine n, pa v indukcijskem koraku za zaporedje dolzine n + 1
vidimo, da a; = b1, torej preostali ¢leni zaporedja a; in b; ustrezajo pogojem naloge
za zaporedje dolzine n. Na njem lahko torej uporabimo indukcijsko predpostavko in
vidimo, da res velja a; = b; tudi za vsak 2 < i < n + 1, kar zakljucuje dokaz.
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Naloga 4.4. V vsakem polju 2020 x 1 tabele stoji kovanec. Vsi kovanci so
na eni strani ¢rne in na drugi strani bele barve. V potezi lahko iz poljubnega
polja, v katerem je kovanec s ¢rno stranjo navzgor, ta kovanec odstranimo, v
vsakem sosednem polju pa, Ce obstaja, obrnemo kovanec na drugo stran. Doloci
vsa mozna zacetna stanja kovancev, za katera velja, da po konéno mnogo korakih
lahko iz tabele odstranimo vse kovance.

Opazujmo, kaj se zgodi, ko odstranimo nek kovanec. Po odstranitvi tabela razpade
na dve tabeli manjSe dolzine, za kateri velja, da ena ne bo ve¢ vplivala na drugo (ce
odstranimo robni kovanec, tabela ostane samo ena, a se prav tako skrajsa). Moé¢na
indukcija se torej zdi zelo dobra ideja. V nadaljevanju imenujemo ¢érni in beli kovanec
zaporedoma kovanca s ¢rno in belo stranjo navzgor.

Poglejmo torej tabele velikosti n x 1 za sploSen n in si oglejmo majhne primere, saj
zaenkrat sploh Se ne vemo, kaj bi si zeleli dokazati:

e Za n = 1 je ocitno, da mora biti edini kovanec v tabeli ¢rn, sicer ga ne moremo
odstraniti.

e Za n = 2 mora biti ¢rn vsaj en kovanec, ne moreta pa biti oba, saj bi nam v
tem primeru po enem koraku ostal le en bel kovanec. Ce je ¢rn natanko en ko-
vanec, bomo v obeh primerih z zaporedjem edinih veljavnih potez prisli do zelenega
zakljucka.

e Za n = 3 mora biti prav tako ¢rn vsaj en kovanec. Natanko eden je enostavno
videti, da je lahko, ¢e sta ¢rna dva sosedna, bomo po eni potezi imeli e dva bela
kovanca, Ce sta ¢rna dva nesosedna, pa bomo imeli po eni potezi dva sosedna
kovanca ¢rne barve - v nobenem primeru jih ne bomo mogli odstraniti. Vsi trije
kovanci so prav tako lahko ¢rni - odstranimo prvega in ostanemo z dvema sosednima
kovancema, enim ¢rnim in enim belim. Vseeno lahko vidimo, da zaporedje potez
ni ravno poljubno, saj v tem primeru na zacetku ne moremo odstraniti srednjega
kovanca, potem namre¢ ve¢ ne bi imeli veljavnih potez.

Na tej tocki ze lahko opazimo vzorec. Videti je, da lahko kovance natanko odstranimo
tedaj, ko je v tabeli liho Stevilo ¢rnih kovancev. Preostane nam dokazati dve stvari - da
jih lahko odstranimo, ko to velja in da jih ne moremo odstraniti, ko to ne velja.

Poskusimo najprej dokazati, da vse kovance lahko odstranimo, ¢e je ¢rnih na zacetku liho
mnogo. Spomnimo se Se enkrat na moc¢no indukcijo - ¢e bi uspeli vsako taksno tabelo
razdeliti na enega ali dva kosa, da bi bilo v vsakem kosu liho Stevilo ¢rnih kovancev, bi
lahko uporabili indukcijsko predpostavko, torej nam preostane samo Se ugotoviti, kako
priti do take razdelitve.

Naravno je spet gledati ekstremni element: oglejmo si prvi érn kovanec. Ce ga odstran-
imo, so bili pred njim (e ni bil ¢isto prvi) v tabeli samo levi kovanci, torej bo sedaj med
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njimi en ¢érn kovanec in bo ta podtabela ustrezala nasim pogojem. Med vsemi kovanci
desno od odstranjenega kovanca (Ce ni bil ¢isto zadnji, sicer taki ne obstajajo) je bilo
prej sodo mnogo ¢rnih kovancev, po odstranitvi pa smo spremenili stanje natanko enega
med njimi, torej jih je sedaj liho mnogo in tudi ta podtabela ustreza pogoju.

Ce za indukcijsko predpostavko vzamemo, da vse tabele dolzine najveé k lahko izprazn-
imo, ¢e imamo v njih sodo mnogo ¢rnih kovancev, torej na ta na¢in vidimo, da je mogoce
to narediti tudi za tabelo dolzine k + 1, ki ustrezajo temu pogoju: odstranimo prvi ¢rn
kovanec v tabeli in dobimo najve¢ dve podtabeli manjSe dolzine z liho mnogo ¢rnimi
kovanci, ki se jih po indukcijski predpostavki lahko znebimo.

Dokazati moramo Se, da tabele nikoli ne moremo izprazniti, ¢e je Stevilo ¢rnih kovancev
v njej sodo. Poskusimo spet z moc¢no indukcijo: predpostavimo, da tega ne moremo
nikoli narediti za tabele dolzine najve¢ k in dokazimo, da tega ne moremo narediti niti
za tabele dolzine k + 1.

Preprosto poglejmo, kaj se zgodi, ¢e odstranimo poljuben ¢érn kovanec iz taksne tabele.
Pred odstranitvijo je bilo ¢rnih kovancev sodo mnogo, torej med vsemi neodstranjenimi
kovanci liho mnogo. Po odstranitvi imamo eno od dveh moznosti:

e Ce smo odstranili kovanec na robu, smo spremenili Se stanje njegovega soseda,
torej nam ostane tabela dolzine k£ s sodo mnogo ¢rnimi kovanci.

e Ce smo odstranili kovanec, ki ni na robu, sta podtabela levo od njega in podtabela
desno od njega neprazni. Ker je preostalih érnih kovancev (poleg odstranjenega)
pred odstranitvijo bilo liho mnogo, sedaj pa bomo zamenjali stanje dveh, jih bo
tudi po odstranitvi liho mnogo. Ena izmed dveh dobljenih podtabel bo torej imela
sodo §tevilo ¢rnih kovancev, druga pa liho.

V obeh primerih smo po eni odstranitvi dobili neko tabelo s sodim §tevilom ¢rnih ko-
vancev strogo manjse dolzine. Na njej torej lahko uporabimo indukcijsko predpostavko,
torej je indukcija zakljucena.

Res smo torej dokazali, da tabelo dolzine n lahko izpraznimo natanko tedaj, ko je na
zacetku v njej liho Stevilo ¢rnih kovancev. Primer, ko n = 2020, nam poda reSitev nase
naloge.

Naloga 4.5. Naj bo ai,as,... zaporedje realnih Stevil, ki zadostuje pogoju
a;1+j < a; + aj za vsaki naravni Stevili ¢ in j, ne nujno razlicni. Dokazi, da velja

za vsako naravno Stevilo n.

Nalogo bomo poskusili dokazati z indukcijo, a nismo Se prepricani, kako. Za n = 1
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trditev ocitno velja, torej imamo bazo. Predpostavimo, da trditev velja za nek k in
poskusimo dokazati, da velja tudi za k + 1. Zelimo torej, da velja

az as Af+1
— 4+ = +... >
a + 9 + 3 + + k+1 - Ak+1,

zato bi bilo dovolj po indukcijski predpostavki dokazati

Qk+1
a — >a .
k+k+1_ k+1

Na tej tocki se nam Zal zalomi. Pogoja a;y; < a; + a; nikakor ne moremo pametno
uporabiti in zdi se, da smo zaSli v slepo ulico. Pravzaprav se resni¢no izkaze, da ta
trditev ne velja nujno, zato bo potrebno poskusiti malenkost drugace.

Poskusimo izkoristiti poln potencial naSe indukcije in delati moc¢no indukcijo. NaSa
indukcijska predpostavka bo, da veljajo naslednje neenakosti:

ay = ai,

az
a1+? ZCLQ’

24k
a ag.
! 2 k — k

Kako bi sedaj dokazali, da podobna neenakost velja tudi za k+ 17 Naredimo zelo naiven
poskus in vse zgornje neenakosti sestejmo med seboj. Dobimo

kE—1a k—2)a a
( )2+( )3_1_“._'_7]62@1—{—(12%—..."—&]{;.

kay + 5 3 2

Ceprav ta neenakost ni preveé lepa, se jo da z nekaj dobre intuicije precej enostavno
olepsati. Ce namre¢ na obe strani priStejemo ay +as+. ..+ ax, bodo konstante v Stevcih
ulomkov enake! Res:

(k+1ay (k+1)as (k+ 1)ag

(k+1)ay + 5 + 3 +...+722(a1+a2+...+ak).

ak+1 15
i1 Smo dobili

Ce sedaj obe strani delimo s k + 1 in nato pristejemo

as Ak+1 2(a1 +ag+ ...+ ag) + ags1
— 4+ ... > .
Ry k+ 1

Dovolj bi bilo torej dokazati 2(a; + as + ...+ ag) > kagy1, na tej tocki pa lahko konéno
uporabimo Se pogoj v nasi nalogi. Velja namreC a; + ap > ag+1, a2 + ag—1 > apy1 in
podobne neenakosti se za 3,4, ..., k. Ce vse omenjene neenakosti sestejemo med seboj,
smo dobili ravno to, kar smo zeleli, kar zakljucuje indukcijo in dokaz.

23



Jakob Jurij Snoj Indukcija

Naloga 4.6. Dokazi, da vsako naravno Stevilo lahko zapiSemo kot vsoto enega
ali ve¢ ¢lenov oblike 273°%, kjer sta r in s nenegativni celi Stevili in nobeden ¢len
ne deli nobenega drugega.

Ze takoj je videti, da bo verjetno v neki obliki zadostovala indukcija. Preden poskusimo
izpeljati moc¢no indukcijo, si oglejmo, kaj podobnega indukcijskemu koraku bi lahko
dokazali.

Prva pametna opazka je, da v primeru, da znamo zapisati Stevilo k, znamo zapisati tudi
stevilo 2k. Vsak ¢len v vsoti, ki pripada Stevilu k, namre¢ pomnozimo z 2. Ker prej
nobeden ¢len ni delil nobenega drugega, ga tudi sedaj ne bo mogel.

Pod pogojem, da znamo zapisati vsa manjsa Stevila od 2k (take oblike bi bila nasa
indukcijska predpostavka), bomo torej znali zapisati tudi 2k. Premisliti bo treba Se,
kako bi znali zapisati liha Stevila, kar verjetno ne bo tako enostavno. S podobnim
argumentom kot prej bi sicer lahko ugotovili, da znamo zapisati tudi vse veckratnike
stevila 3 pod pogojem, da znamo zapisati vsa manjsa Stevila, a vseeno to Se ni dovolj in
bomo morali ubrati malo drugacen pristop.

Kaj, ¢e bi od lihega Stevila odsteli nek ¢len, ki ga pametno izberemo? Preostanek bi
potem znali zapisati kot vsoto primernih ¢lenov po indukcijski predpostavki, a nekako
se moramo Se prepricati, da v novi vsoti ne bi noben élen delil nobenega drugega. Ce
za odstet ¢len izberemo kar najvecjega, ki ga lahko, to sicer implicira nedeljivost v eno
smer, Se vedno pa ne bomo vedeli, da ostali ¢leni ne bodo delili najvecjega, torej to ni
najboljsa ideja.

Spomnimo se, da pravzaprav za soda Stevila ne vemo samo, kako jih zapisati, ampak tudi
nekaj o tem, kaksne oblike bodo njihovi zapisi: ¢e bomo indukcijo izvedli na pameten
nacin z zgoraj opisanim korakom, bomo pravzaprav videli, da so vsi ¢leni v zapisu
nekega sodega tevila prav tako sodi. Ce torej od nasega lihega tevila odstejemo neko
potenco Stevila 3, nam bo ostalo sodo Stevilo, zato nobeden od ¢lenov v njegovem zapisu
ne bo delil odstete potence Stevila 3. Bralca pred nadaljevanjem branja vabim, da
premisli, kako zagotoviti, da deljivosti ne bomo dobili niti v drugo smer, mi pa spodaj
formalizirajmo dokaz:

Lema. Vsako naravno stevilo lahko zapisemo kot vsoto enega ali ve¢ ¢lenov oblike
273%  kjer sta r in s nenegativni celi Stevili in nobeden ¢len ne deli nobenega
drugega. Pri tem lahko soda Stevila zapiSemo tako, da so vsi ¢leni v njihovem
zapisu deljivi z 2.

Dokaz. Dokazimo zeleno z moc¢no indukcijo. Predpostavimo, da trditev velja za vsa
naravna Stevila, manjsa ali enaka k. Dokazimo, da velja tudi za k + 1.

Ce je k4 1 sod, vsak ¢len v zapisu k—;l, ki se ga da zapisati z indukcijsko predpostavko,
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mnozimo z 2 in dobimo veljaven zapis za k+ 1. V tem zapisu bodo torej vsi ¢leni deljivi
z 2.

Ce je k + 1 lih, naj bo z tak, da je 3% najvecja potenca Stevila 3, ki ni vecja od k + 1.
Po indukcijski predpostavki znamo zapisati k + 1 — 3" kot vsoto samih sodih ¢lenov na
primeren nacin, saj je to Stevilo sodo. Nobeden izmed teh ¢lenov ne deli 3%, saj je to
Stevilo liho. Obratno, 3* ne deli nobenega izmed teh ¢lenov, saj bi protiprimer moral
zaradi sodosti biti velik vsaj 2 - 3%, njuna vsota pa torej vsaj 3*t!, kar je v nasprotju s
predpostavko, da je 3! vecji od k + 1. O

Nasli smo torej ustrezen zapis tudi v primeru, ko je k£ + 1 liho Stevilo, kar zakljucuje
indukcijo in dokaz. Se enkrat naj pripomnim, da smo morali v izogib tezavam pri
indukciji prilagoditi trditev, ki smo jo dokazovali, in s tem indukcijsko predpostavko, a
smo sproti videli, kaksno prilagoditev bi bilo primerno narediti.

Naloga 4.7. Naj bo n naravno stevilo. V notranjosti poljubnega pravokotnega
trikotnika lezi n oznacenih tock. Dokazi, da lahko vse tocke uredimo v zaporedje in
vsaki dve sosedni povezemo z daljico na tak nacin, da je vsota kvadratov dobljenih
daljic manjsa ali enaka kvadratu dolzine hipotenuze.

Zacenjamo v zelo zanimivem polozaju. Indukcija je morda ena izmed zacetnih idej, saj
delamo s splosnim Stevilom tock, a v tem primeru bi bilo treba ugotoviti, na kakSen nacin
sploh v indukcijskem koraku reduciramo stanje na nekaj manjsega, bolj obvladljivega.

Pomislimo lahko na to, da vsak pravokotni trikotnik znamo razdeliti na dva manjsa
pravokotna trikotnika z visino iz oglis¢a nasproti hipotenuze. Ce bi s tem tudi mnozico
tock razdelili na dva dela, bi morda lahko na nek nacin zakljucili z indukcijsko pred-
postavko. Pravzaprav vidimo, da lahko kar brez skode za splosnost predpostavimo, da
bodo dobljene tocke res v dveh razli¢nih trikotnikih, sicer lahko omenjeno delitev ponavl-
jamo na manjsem trikotniku, ki vsebuje vse tocke, dokler ne pridemo do takega stanja, to
pa nam bo dalo Se moc¢nejSo ugotovitev, saj je kateta vedno krajsa od hipotenuze.

Premislimo sedaj, kako bi izvedli nas indukcijski korak. Denimo, da sta a in b dolzini
katet, ¢ pa dolzina hipotenuze. Po indukcijski predpostavki bi lahko v prvem trikotniku
povezali tocke tako, da bo vsota kvadratov dobljenih daljic najve¢ a?, v drugem pa
najve¢ b2. Vsota kvadratov vseh omenjenih daljic bo torej najve¢ a® + b*> = ¢ po
Pitagorovem izreku. Vseeno Se nismo dobili, kar smo Zeleli, saj unija vseh dobljenih
daljic ne povezuje vseh tock med seboj, ampak nam ena daljica e manjka. Ali bi lahko
kako izboljsali indukcijsko predpostavko oziroma dokazovali kaj mocnejSega?

Za trenutek se vrnimo na na$ izvirni pravokotni trikotnik in si oglejmo majhne primere.

Vsota kvadratov njegovih stranic bo po kosinusnem izreku torej manjsa od kvadrata
hipotenuze! Kako nam to pomaga?
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Pomislimo, da bi morda res lahko dokazali moc¢nejsSo trditev: za poljubno mnogo tock v
notranjosti (ali pa na stranicah, kar bo pomembno v indukcijskem koraku) pravokotnega
ki se zatne z A, konc¢a z B, vsota kvadratov dolzin daljic, ki povezujejo sosedni tocki
v zaporedju, pa je najve¢ kvadrat dolzine hipotenuze. Poglejmo si, kako bi se v tem
primeru lotili indukcijskega koraka.

Kot indukcijska predpostavka denimo torej, da za vsak pravokotni trikotnik in najve¢ k
tock v njem lastnost velja. Oglejmo si sedaj poljuben pravokotni trikotnik in podanih
k + 1 tock v njem, ki se (brez skode za splosno, kot smo argumentirali zgoraj) skupaj
nahajajo v obeh manjsih trikotnikih, na katere razdelimo nas trikotnik z viSino iz oglisca
C' nasproti hipotenuze. Indukcijski korak je sedaj ze na dlani - dobljeni dve primerni
lomljeni ¢rti, ki obstajata po indukcijski predpostavki, bomo morali “pretrgati” tako, da
ne bosta §li skozi C, ter nato zdruziti.

Naj bo X sosedna tocka C' v lomljeni ¢rti prvega trikotnika, X2 pa sosedna tocka C'
v lomljeni érti drugega trikotnika. Ce sedaj izbrisemo daljici X;C in X»C, nato pa
povezemo X; in Xs z daljico, bo dobljena lomljena ¢rta ustrezala vsem nasim pogojem.
Dokazimo Se, da je sedaj vsota kvadratov dolzin nasih daljic najve¢ toliksna kot prej.
Vidimo pa, da je kot ZX1C X5 velik najve¢ 90°, saj X1 in Xo lezita znotraj trikotnika,
torej po kosinusnem izreku res velja | X1C|?+|C Xa|? > | X1 X2|?, kot smo zeleli. Indukcija
je s tem zakljucena.

Dokazali smo torej, da lahko na Zelen na¢in povezemo poljubno konéno Stevilo tock
znotraj trikotnika. Ce odstranimo daljici s krajistema v A in B, smo torej res dobili
lomljeno ¢rto, ki ustreza naSemu pogoju.
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